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section A suivant »

1.1.1 BTEX et Polytex

Cette ressource a été concue a 'aide du traitement de texte KTEX et de la chaine
éditoriale Polytex.

ETEX est certainement le traitement de texte le plus performant quand il s’agit
d’écrire des mathématiques. On peut se le procurer gratuitement par 'intermédiaire
de diverses distributions. Sous Windows, c’est la distribution MikTEX qui est la mieux
adaptée en vue d’une utilisation conjointe avec la chaine éditoriale Polytex. On trou-
vera toutes les informations nécessaires a propos de cette distribution a ’'URL :

http ://www.miktex.org
Polytex est une chaine éditoriale de production permettant de produire des cours

matérialisés sur des supports électroniques (écran) ou physiques (papier). Elle est té-
léchargeable a 'URL

http ://www.lmac.utc.fr/polytex/

Les cours électroniques produits a I'aide de Polytex integrent différents systemes de
navigation que l'on va détailler dans les paragraphes suivants.
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<« précédent section A suivant »

1.1.2 Panneau de navigation Acrobat

Le cours électronique produit par Polytex est un document au format pdf visuali-
sable au moyen du logiciel Acrobat Reader. Les versions récentes de ce logiciel disposent
d’un panneau de navigation dans lequel apparait la structure hiérarchique du cours
(affichage par signets). On peut ainsi accéder directement a une page quand on connait
son emplacement dans le cours.

Cette technique de navigation, dite navigation physique, ne doit donc étre utilisée
que lorsqu’on connait déja bien le cours et qu’on cherche une information particuliere.
Dans tous les autres cas, il est vivement conseillé de fermer ce panneau de navigation
et d’utiliser les liens actifs et les systemes de navigation propres au cours.

Configuration du logiciel : pour que la navigation avec les liens actifs soit
adaptée au format du document, sélectionnez, dans le menu Affichage les options page
entiére et une seule page (dans le sous-menu Disposition a partir de la version 6 d’Acro-
bat Reader).

On peut également optimiser le confort de lecture en sélectionnant ’option Plein écran
du menu Fenétre (version 6 d’Acrobat Reader) ou du menu Affichage (version 5 d’Acro-
bat Reader).
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<« précédent section A suivant »

1.1.3 La barre de navigation

Exceptées la page de titre et la table des matieres, toutes les pages comportent un
bandeau horizontal avec des liens permettant d’accéder aux unités logiques (grain, sec-
tion ou chapitre) suivante et précédente, et a I'unité hierarchique de niveau supérieur.

Ainsi, sur la présente page, le lien "« précédent” permet de revenir au grain sur le
panneau de navigation Acrobat, et le lien ”"» suivant” mene au grain sur le systeme de
renvois.

On l'aura compris : un grain représente 1’élément de base dans la structure hié-
rarchique du cours ; une section est composée de plusieurs grains, tandis que plusieurs
sections forment un chapitre. (Quand il n’y a pas lieu de définir deux niveaux hiérar-
chiques, un chapitre peut étre composés directement de grains). Les grains s’enchainent
de maniere linéaire : il faut donc utiliser les liens "« précédent” et ”» suivant” pour
aborder les nouvelles notions dans 'ordre logique. Chaque grain correspond a une,
voire deux, notion(s) nouvelle(s). Par souci de lisibilité, la taille d'un grain n’ex-
céde jamais (ou presque) deux pages : on passe d'une page d’'un grain & une autre en
cliquant sur les triangles doubles 4« et »» situés en bas de page (si le grain ne tient
pas sur une seule page).

Le lien ” A section” renvoie au sommaire de la section sur la navigation dans le cours.
On utilise ce type de lien notamment lorsqu’on arrive en fin de section ou de chapitre
afin de pouvoir accéder ensuite au sommaire de la section ou du chapitre suivant.
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<« précédent section A suivant »

1.1.4 Le systeme de renvois

Exemples : Exercices :
Exemple A.1 Exercice B.1

On vient de signaler que les éléments de cours, ou grains, se suivaient de ma-
niere linéaire et introduisaient chacun au maximum deux notions nouvelles. Pour bien
comprendre ces notions et les assimiler, le grain est en général associé a un (ou des)
exemple(s) et a un (ou des) exercice(s). Pour y accéder, on dispose de renvois situés
sur la premiere page du grain juste apres le titre. On trouve le méme type de renvois
en début d’exemple et d’exercice afin de permettre des aller-retours rapides entre ces
différents paragraphes.

Ainsi, en cliquant sur le renvoi "Exemple A.1” ci-dessus, on accede a une page
d’exemple d’ou I’'on peut, soit revenir au grain de cours actuel, soit accéder a
"Exercice B.1” associé.

Les paragraphes introductifs de chaque notion sont donc organisés de maniere tri-
angulaire. On doit aborder une notion en lisant tout d’abord les explications théoriques
données dans le grain de cours, puis en considérant le (ou les) exemple(s) associé(s)
et, finalement, en réalisant le (ou les) exercice(s) d’application proposé(s). Le systeme
de renvois permet de revenir en arriere a n’importe quel moment de cette progression.

Dans certains grains ou exemples, on pourra trouver des renvois a des grains ou
exemples antérieurs. Pour ne pas multiplier les renvois et ne pas perdre le lecteur, cela

lexercice
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<« précédent section A suivant »

ne se produira que tres occasionnellement lorsque les grains ou exemples auront des
contenus fortement liés et qu’ils seront chronologiquement tres éloignés. Ces renvois
particuliers sont unilatéraux : il n’y a pas de renvois permettant d’accéder rapidement
a un grain ou exemple ultérieur. Dans de tels cas de figure, il est nécessaire de retrouver
son chemin grace au menu de navigation globale qu’on va détailler dans le paragraphe
suivant.

<< 10
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<« précédent section A

1.1.5 Le menu de navigation

On a conseillé plus tot de limiter I'utilisation du panneau de navigation d’Aco-
bat Reader, surtout lors d’une premiere lecture. Cependant, méme quand on connait
bien le cours, et/ou quand on cherche une information précise, ce panneau n’est pas
indispensable, car le cours possede son propre menu de navigation accessible depuis
n’importe quelle page : c’est la liste de liens actifs située dans le coin inférieur droit.

Ainsi, on peut a tout moment accéder au sommaire général ou aux sommaires des

exemples et des exercices.
On remarque aussi la présence d'un lien intitulé "Documents” : ce lien ne présente
pas d’intérét, car il conduit au sommaire des réponses aux questions a choix multiples
présentes dans les différents exercices. On accedera a ces réponses directement depuis
les différents exercices.

Les liens "Concepts” et "Notions” conduisent a des index regroupant tous les concepts
et notions définis dans le cours. Ces index permettent d’accéder rapidement aux grains,
exemples et exercices associés a un concept ou une notion donnés. On ne fait pas une
grande distinction entre concept et notion : techniquement, Polytex associe a chaque ble des matitres
grain un seul et unique concept canonique qui apparait dans I'index des concepts, donc Comzais
si d’autres notions importantes figurent dans le méme grain, on les déclare comme des Notions
notions. Par exemple, ce grain a pour but premier de présenter le menu de navigation :
on pourra donc accéder directement a ce grain depuis 'index des concepts par I'entrée

Exemples
"Menu de navigation”. Mais on a aussi défini la notion de concept canonique, donc Exercices
I’auteur a choisi de rajouter une entrée "Concept canonique” dans 1'index des notions Documents

11 > >
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pour pouvoir accéder a cette définition sans avoir a faire une recherche laborieuse pour Le menu de
trouver la page qui la contient. . . navigation
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section A suivant »

1.2.1 Objectifs pédagogiques

L’objectif de ce cours est de présenter les techniques pratiques permettant de
déterminer les coefficients apparaissant aux numérateurs des éléments simples dans la
décomposition d’une fraction rationnelle en de tels éléments.

A Tlissue de 'apprentissage, on doit donc étre capable de calculer de tels coefficients
sans passer par la méthode basique consistant a ajouter tous les éléments simples
d’une décomposition apres les avoir réduits au méme dénominateur puis a identifier le
numérateur obtenu au numérateur initial de la fraction rationnelle.

Signalons que cette méthode basique a déja été présentée dans la ressource "Dé-
composition des fractions rationnelles” téléchargeable sur le site d’'TUTenLigne et qui
présentait le vocabulaire et le principe de la décomposition des fractions rationnelles
en éléments simples.
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<« précédent section A suivant »

1.2.2 Pré-requis

Documents :
Document C.1.1

Ce cours est la suite logique de la ressource "Décomposition des fractions ration-
nelles” téléchargeable sur le site d’ITUTenLigne. On doit donc I’aborder en disposant des
connaissances développées dans cette ressource, c’est a dire a condition d’étre capable :

— De décrire les différentes étapes de la décomposition d'une fraction rationnelle
avec un vocabulaire précis.
— De donner la forme de la décomposition en éléments simples, dans IR, de n’im-
porte quelle fraction rationnelle de dénominateur aisément factorisable.
On peut retrouver a tout moment le plan de décomposition des fractions ration-
nelles en éléments simples dans la partie "Documents” de cette ressource. (cf. lien
ci-dessus)

15
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<« précédent section A suivant »

1.2.3 Limites du cours

D’un point de vue technique, on s’est borné, dans la ressource "Décomposition des
fractions rationnelles”, a décomposer les fractions rationnelles dans IR .
On persiste donc dans ce cours a n’envisager que des fractions rationnelles réelles et
a les décomposer dans IR. Le lecteur curieux trouvera, dans tout bon ouvrage sur le
sujet, le cas de la décomposition dans C .

Par ailleurs, afin de se focaliser sur les techniques présentées dans ce cours et pour
que 'apprentissage ne soit pas parasité par d’autres difficultés de calcul, les fractions
rationnelles proposées dans la plupart des exercices ont un dénominateur donné sous
forme factorisée (avec des polynémes réels irréductibles).

Enfin, certaines considérations de prolongement par continuité et de domaines de
définition sont passées sous silence.
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<« précédent section A suivant »

1.2.4 Choix didactiques

La bonne appropriation des notions est controlée et validée au fur et a mesure
de l'apprentissage lors de la recherche des exercices : une solution "pas a pas” est
proposée dans la plupart des cas pour permettre a l'apprenant de controler le début
de sa démarche sans avoir immédiatement la solution complete.

Pour chaque notion, le nombre d’exercices associés est limité (1 ou 2 suivant les
cas) : dans un objectif de mémorisation a long terme, il est conseillé de chercher des
exercices supplémentaires, dans des recueils par exemple.

Attention, la recherche des exercices demande en général quelques calculs. Le
travail sur ordinateur ne rend pas completement obsolete le travail sur papier : on
se munira donc d’une feuille, d’'un crayon et éventuellement d’une calculatrice pour
résoudre les exercices. En particulier, on évitera de cliquer au hasard sur les réponses
proposées : il serait illusoire d’espérer apprendre quoi que ce soit de cette fagon-la !
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<« précédent section A

1.2.5 Temps d’apprentissage

L’'un des grands avantages de l’enseignement en autonomie est de permettre a
chacun d’évoluer a son rythme. Le temps d’apprentissage donné ici est donc purement
indicatif et dépend en réalité fortement du niveau d’acquisition des pré-requis.
Grossierement donc, on estime la lecture de cette ressource (incluant la recherche active
des exercices) a une demi-journée de travail.
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chapitre A suivant »

I1.1 Objectifs du chapitre

Exemples :
Exemple A.2

Dans la ressource "Décomposition des fractions rationnelles”, on a présenté une
méthode basique pour trouver les coefficients apparaissant aux numérateurs des élé-
ments simples de la décomposition d'une fraction rationnelle réelle. Cette méthode
consistait

— a ajouter les éléments simples apres les avoir réduits au méme dénominateur,

— puis a identifier le numérateur obtenu au numérateur de la fraction rationnelle
subsistant apres la détermination de la partie entiere de la fraction rationnelle
(irréductible) initiale.

Cette méthode conduisait ainsi a la résolution d’un systeme d’équations a n équa-

tions et n inconnues ou n correspondait au degré du dénominateur de la fraction
rationnelle (irréductible) initiale.

Des lors que le dénominateur d’une fraction rationnelle a un degré élevé, cette mé-
thode s’avere donc peu réalisable en pratique.
On va voir alors dans ce chapitre comment réussir a déterminer malgré tout, les coef-
ficients des numérateurs des éléments simples de premiere espece : on présente pour
cela différentes techniques qu’il sera parfois nécessaire de combiner.
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<« précédent chapitre A suivant p»

1.2 Poles réels simples

Exemples : Exercices :
Exemple A.3 Exercice B.2
Exemple A.4 Exercice B.3

Si une fraction rationnelle irréductible F'(z) admet (entre autres) un pole réel a
d’ordre 1, alors elle peut s’écrire :

= L avec a

De plus, sa décomposition en éléments simples est de la forme :

F(z) = E(x) +

+ Fa(z) + F3(z) + . ..
24 B@) + F()
ou E(z) est la partie entiere de F'(z), et ou Fy(x), F3(x), ... sont des éléments simples
n’admettant pas a comme pole.

On a donc :

m=E(m)+$_a+FQ(a:)+F3(x)+m
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<« précédent chapitre A suivant p»

Par conséquent, on peut écrire le produit (x — a) x F(z) de 2 fagons et obtenir
I’égalité :

P
() =(r—a)xE@@)+A+(zr—a) X Fi(z)+ (x —a) X Fy(z) + ...
Q1(z)
En choisissant alors z = a (qui n’est pas une valeur interdite pour cette égalité),

presque tous les termes de la somme figurant dans le membre de droite de 1’égalité
s’annulent, et on en déduit la valeur du coefficient A :

<< 22
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<« précédent chapitre A suivant p»

1.3 Poles réels multiples : premiéere technique

Exemples :
Exemple A.5
Exemple A.6

La technique exposée pour les poles réels simples se généralise au cas des poles réels
d’ordre n > 2 de sorte que I’on peut trouver aisément la valeur d’'un des numérateurs
des éléments simples de premiere espece associés a un tel pole.

En effet, si une fraction rationnelle irréductible F'(z) admet (entre autres) un pole
réel a d’ordre n > 2, alors elle peut s’écrire :

P(x
(z — a)"Q1(z)
De plus, sa décomposition en éléments simples est de la forme :

F(a:):E(x)—i-x{la—i- (xil2a)2+---+(xil—2)n+F2(:c)+Fg(x)+...

F(z) = avec Q1(a) # 0

ou E(x) est la partie entiere de F'(x), et ou Fy(z), F3(x), ... sont des éléments simples
n’admettant pas a comme pole.

23 > >
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<« précédent chapitre A suivant p»

On déduit des deux écritures de F'(x) 'égalité suivante :

P(.I') Al AQ An
- E 000 - - F F o
(z = a)"Qu(z) R @—ap T @—ay 2(¢) + F(z) +
Par conséquent, on peut écrire le produit (x — a)” x F(z) de 2 fagons et obtenir
I’égalité :

P(z)
Q1 (z)
En choisissant alors * = a (qui n’est pas une valeur interdite pour cette égalité),

presque tous les termes de la somme figurant dans le membre de droite de 1’égalité
s’annulent, et on en déduit la valeur du coefficient A,, :

= (z—a)"xXE(z)+(z—a)" ' x A1 +(z—a)" 2 x Ag+- - A+ Ap+(z—a)" X Fy (z)+. ..

P(a
4 _ P@
Q1(a)
Cette premiere technique ne permet donc d’obtenir que le coefficient A,, .
Pour trouver les coefficients Ay, As, ... , A,_1, il est nécessaire d’utiliser également

au moins une des techniques développées dans les paragraphes suivants.

<< 24
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<« précédent chapitre A suivant p»

1.4 Poles réels multiples : deuxieme technique

Exemples : Exercices :
Exemple A.7 Exercice B.4
Exemple A.8

Exemple A.9

Reprenons les notations du paragraphe précédent ot on manipulait une fraction
rationnelle irréductible admettant (entre autres) un pole réel d’ordre n > 2. Notons
de plus R(z) le reste de la division euclidienne du numérateur P(z) de F(z) par le
dénominateur @(x). On peut alors écrire :

_P@) g B@ o A A A
Ou encore :
gg; _ x/i1a n e 1:12@2 44 —(:1; ilna)n + Fy(x) + F3(z) + . ..

Rappelons que la limite, quand x tend vers oo, d'une fraction rationnelle est
égale a la limite du quotient de ses monomes de plus haut degré.

25 > >
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<« précédent chapitre A suivant p»

Dans cette derniere égalité, toutes les fractions rationnelles ont un numérateur
de degré strictement inférieur a celui du dénominateur, de sorte que le produit de
chacune de ces fractions par z admet une limite finie quand = tend vers +oo. Plus
particulierement, on a :

A A,
lim z X ! = A et llm X ——=0pour2<i<n
T—+00 zT—a z—+o0 (x —a)
Finalement, on a :
R
% Gy = Al Ba) + i < B+

Cette technique ne nous permet pas forcément de trouver immédiatement A; , car
les limites des produits x X Fj(x) peuvent dépendre de certains coefficients restant a
déterminer.
Néanmoins, cette technique permet d’obtenir une relation portant sur A; et non sur
les autres coefficients A; : combinée avec les autres techniques développées dans ce
cours, elle peut malgré tout nous aider a trouver la valeur de A; sans s’engager dans
les calculs fastidieux de la méthode "basique”.

Remarque : cette technique n’impose pas que la fraction rationnelle n’ait que
des poles réels (multiples). Elle est également applicable avec des fractions rationnelles
admettant des poles complexes conjugués.

<< 26
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<« précédent chapitre A suivant p»

11.5 Poles réels multiples : troisieme technique

Exemples : Exercices :
Exemple A.10 Exercice B.5
Exemple A.11

On conserve toujours les notations des paragraphes précédents. Il se peut, en par-
ticulier si 'ordre de multiplicité du zéro réel a est élevé ou si la fraction rationnelle F'
a plusieurs zéros réels multiples, que les techniques présentées jusque la ne permettent
pas de déterminer tous les coefficients d’'une décomposition.

Dans de tels cas, et a condition que le nombre de coefficients encore inconnus soit
faible (en pratique inférieur ou égal a 3), on peut déterminer ces coefficients en écri-
vant 1’égalité :

Ay As A,

F<x):E<I)+ZE—a+(5L’—a)2++m+F2<I>+F3(I>+

pour quelques valeurs "bien choisies” de x. En procédant ainsi, on met effectivement en
place des équations ayant pour inconnues les coefficients manquants qu’on peut alors
obtenir en résolvant le systeme formé par les équations trouvées.

Remarque : cette technique n’est en fait pas réservée au fractions rationnelles
ne possédant que des poles réels (multiples). Elle peut également étre mise en place
quand il y a des poles complexes conjugués.
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<« précédent chapitre A suivant p»

11.6 Division suivant les puissances croissantes

Exemples : Exercices :
Exemple A.12 Exercice B.6

Pour la derniere technique relative a la recherche des numérateurs des éléments
simples de premiere espece, nous aurons besoin d’utiliser la division de polynomes
suivant les puissances croissantes. Cette division est moins connue que la division eu-
clidienne, car moins utilisée (on la retrouve par exemple lorsqu’on travaille sur les dé-
veloppements limités de fonctions), ¢’est pourquoi nous lui consacrons un paragraphe.

Soient Py(z) et Py(z) deux polynomes a coefficients réels avec P2(0) # 0, et n un
entier naturel ; alors il existe deux polynémes ¢(x) et r(z) (déterminés de maniere
unique) tels que :

Py(z) = Py(z) x q(x) + 2"t r(2) avec degq(z) <n

Les polynomes ¢(z) et 2" "'r(x) sont appelés respectivement quotient et reste de la
division a l'ordre n suivant les puissances croissantes de Pj(z) par Py(z) .
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<« précédent chapitre A

1.7 Poles réels multiples : quatrieme technique

Exemples : Exercices : Documents :
Exemple A.13 Exercice B.7 Document C.1.2
Exemple A.14 Exercice B.8

Exemple A.15 Exercice B.9

Mise en garde : cette quatrieme technique et sa justification sont d’un niveau plus
élevé que ce qui a été vu jusqu’a présent. C’est pourquoi on ne donne ici que les grandes
lignes de la technique en question : on appréhendera cette technique certainement plus
efficacement a l’aide des exemples proposés. Le lecteur curieux est malgré tout invité
a consulter les éléments de justification proposés dans la partie "Documents” de cette
ressource.

Lorsqu’une fraction rationnelle admet (entre autres) un pole réel a d’ordre de multi-
plicité n élevé (supérieur a 3 en pratique), les techniques exposées jusqu’ici conduisent
en général a des systemes d’équations linéaires imposants, c’est a dire fastidieux a
résoudre.

Dans une telle situation, on peut mettre en place la technique suivante. Supposons
que F' est irréductible : si ce n’est pas le cas, on procede a sa simplification ; et que
sa partie entiere est nulle : si ce n’est pas le cas, on détermine la partie entiere et on
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<« précédent chapitre A
travaille avec la fraction de méme dénominateur et de numérateur égal au reste obtenu

lors de la division euclidienne.
Formellement, on a :

F(z) = avec Q1(a) #0

On procede alors ainsi :
— On pose X =2 —a <= x = X + a dans la formule définissant F'.
— On divise P(X + a) par Q1(X + a) suivant les puissances croissantes de X a
l'ordre n — 1.%
— On remplace, au numérateur de F'(X + a), P(X + a) par I'expression obtenue
grace a la division précédente, puis on revient a la variable z et on obtient la
partie principale de la décomposition de F' relative au pole a .

* Remarque : le facteur (x —a)™ (qui devient X™ apres le changement de variable)
n’intervient pas dans la division suivant les puissances croissantes.
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I11.1 Objectifs du chapitre

On a vu dans le chapitre précédent quelques techniques permettant d’obtenir les
coefficients apparaissant aux numérateurs des éléments simples de premiere espece.
Au cours de l'illustration de ces techniques, on a pu également déterminer les nu-
mérateurs d’éléments simples de deuxieme espece. On va voir dans ce chapitre deux
techniques supplémentaires, spécifiques pour la recherche des coefficients associés aux
poles complexes conjugués, ainsi qu’une technique pour exploiter la parité d'une frac-
tion rationnelle.
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<« précédent chapitre A suivant p»

111.2 Poles complexes conjugués d’ordre 1

Exemples : Exercices :
Exemple A.16 Exercice B.10
Exemple A.17

La technique vue pour les poles réels simples est généralisable au cas des poles com-
plexes conjugués d’ordre 1. Considérons en effet deux nombres complexes conjugués z
et Z, racines du polynome du second degré az? + bx + ¢ avec a, b et c réels (et donc
tels que A = b? —4ac < 0). Considérons de plus une fraction rationnelle F irréductible
admettant (entre autres) z et Z comme poéles complexes conjugués d’ordre 1. F' s’écrit
alors :

F(z) = Plo)
(ax? + bxr + ¢)Q1(2)

Par ailleurs, la décomposition de F' en éléments simples est de la forme :

avec Q1(z) # 0 et Q1(2) #0

Axr+ B
Flz)=F — + F F: o
(0) = Ba) + 32—+ Fy(a) + By(o) +
ou E(z) est la partie entiere de F', et ou Fy, F3, ... sont des éléments simples n’ad-

mettant pas z et Z comme poOles.
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<« précédent chapitre A suivant p»

On a donc :

P(x) _ B(2) + Az + B
(az? +bx + c)Q1(x) R e

Et en multipliant cette égalité par az? + bz + ¢, on obtient :
P(x)
Q1(z)

Finalement, en remplacant x par z dans cette égalité, les termes a droite de 1'égalité
s’annulent presque tous, et on en déduit :

= (az® +bx+c) E(z) + Az + B+ (ax® +bx +c) Fy(z) + (ax® + bz +c) Fy(z) +. ..

P(z)
@1(2)

En identifiant les parties réelles et imaginaires obtenues de chaque coté de cette égalité,
on en tire alors les valeurs de A et de B.

Az+ B =

<< 34
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I11.3 Poles complexes conjugués multiples

Exemples : Exercices :
Exemple A.18 Exercice B.11

Comme dans le cas des poles réels multiples, on peut encore généraliser la technique
précédente au cas des poles complexes multiples. Cependant, cela ne permet que de
trouver 2 des coefficients associés a ces poles, et on a vu que cette derniere technique
n’était en réalité pas toujours efficace en pratique. On donne donc ici une autre tech-
nique plus appropriée dans le cas des fractions ayant comme poles uniquement
une paire de poles complexes conjugués d’ordre n .

Considérons pour cela deux nombres complexes conjugués z et z, racines du poly-
nome du second degré azr?+bxr+c avec a, b et ¢ réels (et donc tels que A = b*—4ac < 0).
Considérons de plus une fraction rationnelle F irréductible, de partie entiere nulle
et admettant z et Z comme (seuls) poles complexes conjugués d’ordre n > 2. F' s’écrit
alors :

P(z) Table des matieres
F(z) = Concepts
(az? + bx + c)” Notions
Effectuons alors la division euclidienne de P(x) par az® + bx + ¢ :
Exemples
P(z) = (az® + bx + ¢) x Q1(z) + Ry () avec deg Ry < 2 Exercices
Documents
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D’ou :

F(z) =

<« précédent cha

(ax?® 4+ bx +¢) x Q1(z) + Ryi(x)

pitre A suivant »

Q1(7) n Ry (z)

(az? + bz + )" (ax? + bz + ) !

(az? + bz + c)™

On recommence ensuite en effectuant cette fois-ci la division euclidienne de @1 (x)
par ax® + br +c :

D’ou :

Q1(z) = (az® + bz + ¢) x Qa(z) + Ra(w) avec deg Ry < 2

F(x) _ (ax?+bz+c)xQ2(z)+Ra(x) +( Ri(z)

(az2+bz+c)n—1 az2+br+c)™
— Q2(z) + Ra(z) + R (x)
~ (az2+bz+c)r 2 (ax?+bz+c)n—1 (ax?+bz+c)n

En réitérant ce processus jusqu’a obtenir un quotient @); (avec en général i = n—1)
de degré strictement inférieur a 2, on obtient la décomposition de F' en éléments
simples :

F(z) =

<<

(az? + bz + c)”—i+ (az? + bx + c)n—itl RN

36

R2 (17)

Rl (l’)

(ax? + bz + c)n!

(ax? + bx + )

Poles
complexes
conjugués

multiples

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent chapitre A

111.4 Exploiter la parité d’une fraction

Exemples : Exercices :
Exemple A.19 Exercice B.12

La recherche des coefficients apparaissant dans la décomposition d'une fraction
rationnelle peut étre simplifiée quand cette fonction est paire ou impaire.

Rappelons tout d’abord qu’une fonction F' est paire (respectivement impaire) si,
pour tout x du domaine de définition Dp, 'opposé —z est aussi dans Dr et si on a
F(—z) = F(zx) (respectivement F(—z) = —F(z)).

Du fait de 'unicité des coefficients (relatifs & un pole donné) de la décomposition
en éléments simples, si une fraction rationnelle F' est paire (respectivement impaire) ,
I'égalité F'(—x) = F(x) (respectivement F'(—x) = —F(x) ) conduit, par identification,
a des relations entre coefficients qui réduisent le nombre d’inconnues.
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Chapitre 1V

A venir

V.1 Exercices d'entrainement . . . . . . . . . ... ... ... .. 39
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IV.1 Exercices d’entrainement

Dans une version prochaine, on trouvera des exercices d’entrainement supplémen-
taires, permettant de travailler toutes les techniques exposées dans cette ressource.

Les auteurs proposeront également un QCM d’évaluation sommative pour complé-
ter cette ressource.
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Exemple A.1 Navigation par renvois

Cours : Exercices :
Renvois Exercice B.1

On arrive sur cette page apres avoir cliqué sur le renvoi "Exemple A.1.1” depuis le
grain sur le systeme de renvois ou sur le renvoi "Exemple A.1”7 de 'exercice B.1 associé
a ce grain. On accede a ces pages de la méme fagon en cliquant sur I'un des renvois
ci-dessus.
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Exemple A.2 Défaut de la méthode "basique”

Cours :
Objectifs du chapitre Il

Considérons la fraction rationnelle irréductible et de partie entiere nulle suivante :

—x3 — 5x? + 22z + 44
F(x) =
(x+3)(xz—1)(z—-2)(z+2)
Cette fraction rationnelle n’a que des poles réels simples et admet une décomposition
en éléments simples de la forme :
A B C D
F(z) = + +
(z) x+3+x—1 r—2 zx+2
Avec la méthode de recherche des coefficients exposée dans la ressource "Décompo-
sition des fractions rationnelles”, on est amené a déterminer A, B, C' et D en remettant
les éléments simples au méme dénominateur :
1
F(x) =
(z) (x+3)(x—1)(x—2)(z+2)

[A(w— 1)(z — 2)(z +2)
+B(x + 3)(z — 2)(z + 2)
+C(x+3)(z — 1)(z +2)
+D(z +3)(x — 1)(1:—2)]
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Puis on développe le numérateur et on le "réorganise” :

1 3
+(—4A— 4B+ C — 7D)x

+(44 — 12B — 6C + 6D)

Par identification, on peut alors en déduire que les coefficients A, B,, C' et D sont
solutions du systeme :

A+B+C+D=-1

—A+3B+4C = -5

—4A—-4B+C —-7D =22

4A —12B —6C' + 6D = 44

Outre la résolution de ce systeme qu’il reste a faire, on constate que les étapes qui

ont conduit a ce systeme sont cotiteuses en terme de calculs. Les techniques que

I’on va développer dans la suite de ce cours permettront de s’affranchir
d’une majeur partie de ces calculs fastidieux.

<4< 44
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Exemple A.3 Poles réels simples : un cas trés simple

Cours : Exemples :
Poles réels simples Exemple A.4

[ustrons les propos du cours avec la fraction rationnelle suivante :

r+1
F(x) =
(z) (x +2)(x — 1)
Cette fraction est, de maniere évidente, irréductible et a une partie entiere nulle. Ses
poles sont réels d’ordre 1 : z = —2 et z = 1. Elle se décompose donc en :
A B
F =
(z) T+ 2 * r—1

La technique exposée dans le paragraphe de cours suggere, pour trouver la valeur
de A, de multiplier F'(x) par z + 2. On a ainsi :

1 B(z+?2
(:E+2)><F(x):x+ ouencore(:p+2)xF(x):A+M
r—1 r—1
En comparant les 2 écritures obtenues pour (z 4+ 2) x F(x) et en choisissant x = —2,
on en déduit : 5 .
I=A+I¢:A:3
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On procede ensuite de maniere analogue pour obtenir le coefficient B . On multiplie
F(z) par x — 1 :
r+1 A(x—-1)

—1 F = = B
(x )X (x) T+ 2 T+ 2 i
Puis on choisit x = 1 et on en déduit :

2 0 2

—=-+B<— B=-

3 3+ 3

Finalement, la décomposition en éléments simples de F'(z) est :

3 i 2
z+2 3(xz-—-1)

F(z) =

<< 46
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Exemple A.4 Poles réels simples : un cas plus complet

Cours : Exemples : Exercices :
Péles réels simples Exemple A.3 Exercice B.2
Exercice B.3

Dans le paragraphe définissant les objectifs du chapitre, nous avions illustré la lour-
deur de la méthode "basique” de recherche des coefficients avec la fraction rationnelle
suivante :

—x3 — 5x2 + 221 + 44 A B C D

F ) = e e De - 9@+2 zi8 o 1'z-2 12

Voyons maintenant le gain de temps et d’énergie qu’il y a a utiliser la nouvelle
technique exposée dans ce cours.

Le produit (x + 3) x F(z) s’écrit alors :

—1® — 5o + 222 + 44 B(x+3) C(x+3) D(z+3)
(24+3) < F@) = 2w +2) o—1 | 5-2 @ @2
En prenant alors x = —3 dans cette derniere égalité, on obtient :
—40
— =A4+0+0+0
—p = A+0+0+
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C’est a dire A = 2 : on a obtenu le premier coefficient de la décomposition sans Exemple A.4
se lancer dans des calculs fastidieux. En procédant de la méme facon, on peut trouver Poles réels
les 3 autres coefficients (cf. exercice). simples : un cas

plus complet
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Exemple A.5 Poles réels multiples : premiere technique

Cours : Exemples :
Péles réels multiples (technique 1) Exemple A.6

Considérons la fraction rationnelle F'(z) irréductible et de partie entiere nulle sui-
vante :

x+1
Flr)= —
(=) (r +4)2
Elle admet x = —4 comme pole réel d’ordre 2, donc elle se décompose a 1’aide de 2
éléments simples de premiere espece :
el A B

Fo) =i o1 T v oy

La premiere technique de recherche de coefficients pour les poles réels multiples suggere
de considérer le produit (z + 4)* x F(z) qui conduit a I'égalité suivante :

z+1=A(x+4)+B
En choisissant © = —4 dans cette égalité, on déduit : B = —3.

Remarquons que cette technique ne permet pas de trouver le coefficient A. En
effet, méme si on s’intéresse au produit (z +4) x F(x), on est conduit & une impasse,
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car I'égalité qu’on en tire :
x+1 B
=A+
r+4 z+4
n’est pas définie pour x = —4... C’est pourquoi on va exposer par la suite d’autres
techniques qui viendront en complément a cette premiere technique.
On déterminera alors la valeur du coefficient A dans I'exemple A.7.
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Exemple A.6 Poles réels multiples : fil rouge 1

Cours : Exemples :
Pdles réels multiples (technique 1) Exemple A.5

On considere la fraction rationnelle F'(x) suivante :

P(x)  2a%+a2° — 52! + 62 — 1522 4+ 11w + 4
Qr) xd—xt =203 + 2224+ — 1

F(z) =

Afin de la décomposer en éléments simples, on doit suivre plusieurs étapes exposées
dans la ressource "Décomposition des fractions rationnelles” : on ne détaille pas les
calculs relatifs aux premieres étapes dans la mesure ou ce n’est pas l'objectif de ce
cours.

Il faut tout d’abord factoriser le dénominateur. On montre qu’il s’écrit :

Q@) = (z — 1)*(z +1)°
Par conséquent, apres s'étre assuré que P(1) # 0 et P(—1) # 0, on sait que F(x)

est irréductible et on peut déterminer sa partie entiere par division euclidienne. On
obtient :

2z + 823 — 2322 + 102 + 7
F(x) =2z + 3+ Fi(x) avec Fy(r) = (x —1)3(z+1)?
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<« précédent chapitre A suivant p»

La fraction rationnelle F(x) ainsi obtenue admet x = 1 comme pdle réel d’ordre 3 et
x = —1 comme pole réel d’ordre 2. Elle se décompose donc comme suit :

A@e A B C D _E
N (z—1)2 (z—-12 =z+1 (z+1)2

Le produit (z — 1) x Fi(x) conduit alors & 1'égalité :

22* + 823 — 2322+ 10 + 7 -

2 D(z — 1)3 E(x — 1)3
(x4 1)2 =Az-1)*+B(z-1)+C+

v+ 1 (z+ 1)

En choisissant = 1 dans cette égalité, on en déduit donc : C' =1.

De méme, le produit (x + 1) x Fy(z) conduit a I’égalité :

20 +82% — 2322 +10c+7  A(z+1)? B(z+1)? Cz+1)?

(z—1)3 r—1 (x —1)2 (z —1)3 +D(z+1)+E

En choisissant x = —1 dans cette égalité, on en déduit alors : £ =4.

Ainsi, cette premiere technique de recherche des coefficients de la décomposition
en éléments simples nous a permis de trouver tres facilement 2 des 5 coefficients.
On va voir, avec les techniques suivantes, comment déterminer les 3 coefficients res-
tants.
On terminera alors la recherche des coefficients pour cette fraction dans les exemples
"fil rouge” 2 et 3 (Exemple A.9 et Exemple A.11).
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Exemple A.7 Poles réels multiples : deuxieme technique

Cours : Exemples :
Pdles réels multiples (technique 2) Exemple A.8
Exemple A.9

Reprenons la fraction rationnelle irréductible et de partie entiere nulle F'(z) sui-
vante :

x+1
Flr)= —
(z) (x 4+ 4)?
On a vu qu’elle se décomposait a ’aide de 2 éléments simples de premiere espece :
A B
F(z) = + avec B = —3

r+4  (z+4)?

La premiere technique de recherche de coefficients relatifs a des poles réels multiples
ne nous avait pas permis de déterminer A. La deuxieme technique est par contre
adaptée a cette recherche.

Considérons en effet, le produit z x F(z) :

< F(z) 24+ Az n Bx
T g6 p— g
(x+4)2 z+4+4 (x+4)?

(%)
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Sachant que (z + 4)* = 2® + 8z + 16, et en utilisant le théoréme sur la limite en 400
d’une fraction rationnelle, on peut écrire :

. x? +x . x?
lim ——— = lim — =1
z—too g2 4+ 8 + 16  z—+oo 22
De méme :
A A B B B
lim * = lim —a::Aet lim—leim—wzlim—zo
z—too x +4  a—4oo I z—+o0o £2 + 8x + 16  z—+oo 2 z—+00 I

Par conséquent, si on fait tendre x vers +oo dans 1’égalité (%), on obtient : A =1.

Finalement :
1 3

T 2+4 (z14)2
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Exemple A.8 Poles réels multiples : deuxieme technique - piege a éviter

Cours : Exemples :
Pbles réels multiples (technique 2) Exemple A.7
Exemple A.9

On attire 'attention dans cet exemple sur I'importance de la partie entiere pour la
mise en oeuvre de cette deuxieme technique de recherche des coefficients relatifs aux
poles réels multiples.

Considérons pour cela la fraction rationnelle F'(z) suivante :

B 223 + 1722 + 41z + 17
N (x 4+ 4)?

L’étude de la limite, quand z tend vers +oo du produit # x F(x) ne permet pas
d’obtenir d’information sur les coefficients de la décomposition en éléments simples,
car cette limite est infinie. En effet :

2z + 172° + 4122 + 17z . 27t , ,

li X F(x)= 1 = lim — = lim 22" =
LS L W By PR L8 T i e

Cela est du au fait que le numérateur de F(z) est de degré supérieur au dénomi-
nateur, c’est a dire qu’il y a une partie entiere. Pour pouvoir utiliser cette deuxieme
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technique, il faut donc commencer par chercher cette partie entiere. La division eucli-

dienne du numérateur par le dénominateur conduit a :

z+1

Flz)=22+14 ——
(z) (x +4)2

Ensuite, on laisse de c6té provisoirement la partie entiere E(x) = 22+ 1 et on applique

la deuxiéme technique avec la fraction Fi(z) = (fij)Q dont le numérateur a un degré

strictement inférieur a celui du dénominateur. Cette fraction F; n’est autre que celle

que 'on a étudié dans I’exemple précédent.

En reprenant les résultats vus alors, on peut conclure que :

1 3
z+4 (r+4)?

Flz)=2z+1+
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Exemple A.9 Poles réels multiples : fil rouge 2

Cours : Exemples : Exercices :
Pdles réels multiples (technique 2) Exemple A.7 Exercice B.4
Exemple A.8

On poursuit dans cet exemple le travail débuté dans ’exemple "fil rouge” précédent
ou on travaillait avec la fraction rationnelle :

P(r) 2254 2% — 52t + 623 — 1522 + 11z + 4
F(z) = - 5 _ 4 3 2
Q(x) 3> = gi= = ¥ 4 ap” A ap = 1l

On avait vérifié que F est irréductible et on avait déterminé sa partie entiere :

2x* + 823 — 2322 + 10z + 7
F(z)=2c+3+ Fi(z)  avec Fi(z) = (z —1)3(z + 1)2

Enfin, on avait établi que la décomposition en éléments simples de la fraction F}
est de la forme :

Fi(z) A n B n 1 N D n 4
€Tr) =
! z—1 (z-12 (z-12 =z+4+1 (z+1)2
La deuxieme technique de recherche des coefficients apparaissant aux numérateurs
des éléments simples associés aux poles réels multiples suggere de considérer le produit
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z x Fi(x). Ce produit conduit a 1’égalité :

2x5—|—8x4—23x3+101’2+7x_ Ax n Bx i T i Dz n 4z
(x —1)3(x +1)? T z—1 (z—-12 (z—13 z+1 (z+1)2

Sachant que la limite en 400 d'une fraction rationnelle est égale a la limite en 400 du
quotient de ses monomes de plus haut degré, ’étude de la limite, quand = tend vers
+o00, de I'égalité précédente donne :

2=A+D

Ainsi, cette deuxieme technique de recherche des coefficients de la décomposition
en éléments simples ne nous a pas aidé a trouver la valeur d’un des coefficients encore
inconnus, mais nous a permis d’établir tres facilement une premiere équation reliant 2
de ces coefficients inconnus.

La technique que 'on va développer dans le paragraphe suivant nous permettra de
trouver 2 autres équations d’inconnues A, B et D, et donc d’obtenir la valeur de ces
coefficients.
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Exemple A.10 Podles réels multiples : troisieme technique

Cours : Exemples : Exercices :
Pdles réels multiples (technique 3) Exemple A.11 Exercice B.5

Illustrons la troisieme technique de recherche des coefficients associés a des poles
réels multiples avec la fraction rationnelle :

2zl
IRk

On vérifie aisément que x = 5 n’annule pas le numérateur de cette fraction, et donc
qu’elle est irréductible.
Par ailleurs, comme le numérateur et le dénominateur ont le méme degré, la partie
entiere de F'(x) est le quotient des coefficients des mondmes de plus haut degré, c’est
a dire E(z) = 2 ici.
Enfin, comme x = 5 est le seul pole de F' et qu’il est d’ordre 3, la décomposition de
F(z) en éléments simples a pour forme :

A N B N C
z—5 (z—5)2 (z—5)3

La premiere technique relative aux poles réelles multiples permet d’obtenir C'. En
effet, le produit (z — 5)® x F(x) pris en z =5 conduit & : C' = 256.

F(z) =2+
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On pourrait ensuite obtenir A & I’aide de la deuxiéme technique (passage a la limite),
mais cela nécessiterait de calculer le reste de la division euclidienne de 222 + z + 1 par
(x —5)? pour travailler avec une fraction de numérateur de degré strictement inférieur
a celui du dénominateur.

Pour obtenir A et B, on va plutot utiliser la troisieme technique :

— Suivant 'expression de F'(z) utilisée, le calcul de F'(6) conduit soit a F'(6) = 439,
soit a F(6) =2+ A+ B+C.

— De la méme fagon, le calcul de F'(4) conduit soit a F'(4) = —133, soit a F'(4) =
2-A+B-C.

Sachant que C' = 256, il ne reste alors plus qu’a résoudre le systeme :

{2+A+B+256:439 {A+B:181 {A+A+125:181
< <

2— A+ B —256=—-133 —-A+ B =125 B=A44+125
— A =28
B =97
Finalement : 08 97 956
F(z) =2+ +
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Exemple A.11 Poles réels multiples : fil rouge 3

Cours : Exemples : Exercices :
Pbles réels multiples (technique 3) Exemple A.10 Exercice B.5

Avec la troisieme technique de recherche des coefficients de la décomposition en
éléments simples, on va maintenant pouvoir terminer la décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle F(z) étudiée dans les deux exemples "fil rouge” pré-

cédents :
P(z) 22°%+2° — 52* + 62 — 1522 + 11z + 4

Q(z) e — qp — Xd 4= Bt - — 1

F(z) =

On a montré jusque la que :

2z* + 8z% — 2322 + 10z + 7
F(x)=2r+3+ Fi(r)  avec Fi(z) = (x — 1)3(x + 1)2

A B 1 D 4
Fi(z) = A+D=2
1(x) x—1+(x—1)2+(x—1)3+$—|—1+(x+1)2 avec A+

En prenant x = 0, le calcul de F;(0) conduit a I’égalité :
~7=-A+B-1+D+4<«<=A-B-D=10
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De méme, en choisissant © = 2, le calcul de F;(2) conduit a :
31 D 4
§:A+B+1+§+§<:>3A+3B+D:6

Pour trouver A, B et D, il ne nous reste donc plus qu’a résoudre le systeme :

A+D=2 D=2-A D=2-A
A-B-D=10 +={ A-B-(2-A)=10 +<=<{ 2A-B=12
3A+3B+D =6 3A+3B+(2—-A)=6 2A+3B=1
D=2-A D= -3
< ({ B=24A-12 << B=-2
24+ 3(2A—-12) =4 A=5

Finalement, la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle F'(x)
proposée est donc :

5 2 1 3 4
F(z) =2z +3+ — + — +
(z) z—1 (z-1)2 (z-1® z+1 (z+1)?
Remarque : le choix des valeurs x = 0 et * = 2 effectué plus haut n’est pas
anodin. Ces deux valeurs permettaient d’établir des équations simples (c’est a dire
avec un minimum de fractions) d’inconnues A, B et D . Il aurait par exemple été peu
judicieux d’établir une telle équation en choisissant z = 7. ..
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Exemple A.12 Division suivant les puissances croissantes

Cours : Exercices :

Division de polynémes suivant les Exercice B.6
puissances croissantes

En pratique, la recherche des quotients et restes d’une division suivant les puis-
sances croissantes est similaire a celle d'une division euclidienne. Comme le nom de la
division I'indique, la différence repose essentiellemnent sur le fait que les polynomes di-
viseurs et dividendes s’écrivent, de maniere développée, du monome de plus bas degré
au monome de plus haut degré.

Regardons ce que cela donne avec les polynomes Py(z) = 423 + 322 + 22 + 1 et
Py (z)=a2>—-x+1 :

1 +2z +3z%2 +423 1 — x4+ 22
—(1 -z +2?) 1+ 3z
— 3r +2r% 4423 Table des matieres

—(3z —3z% +323) Concepts

— 52 43 Notions

On peut alors écrire : Exemples
Exercices
142z + 32% + 423 = (1—xz+ 1‘2) x (14 3z) + 2 (5+x) Documents
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On a donc obtenu la forme indiquée dans le paragraphe de cours avec un quotient g(x)
de degré inférieur ou égal a 1, c’est a dire la division a l'ordre 1 suivant les puissances
croissantes de Pj(x) par Py(z).

Par ailleurs, on commence a voir, avec ce calcul, quelle nécessité il y a d’introduire
la notion d’ordre pour ce type de division. En effet, on a arrété le calcul apres 2
étapes. Or, le reste obtenu apres 2 étapes est encore divisible par P, : si on ne fixe
pas d’ordre permettant de savoir a quelle étape interrompre 'algorithme de division,
on peut continuer indéfiniment, puisque les restes successifs ont un degré de plus
en plus grand. C’est donc une différence essentielle avec la division euclidienne dont
I’algorithme se termine quand on obtient un reste de degré inférieur a celui du diviseur.

En guise d’exemple, on peut reprendre la division précédente et la pousser jusqu’a
I'ordre 3 :

1 +2x +3z%2 +4428 1 —z+ 22
-1 -z +2?) 1+ 3z + 5z% + 623
— 3xr +22%7 4428
—(3z  —3z* +327)

— 5x? g
—(bz? —b5x3 +5xt)
— 6x> —bzt
—(62% —62' +62°)
— z* 62°
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Ainsi, on a, a l'ordre 3 :

<<

1+2z+32°+42° = (1 —z +2%) x (1 + 32+ 52% + 62%) + z* (1 — 62)

65

Exemple A.12
Division suivant
les puissances
croissantes

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent chapitre A suivant p»

Exemple A.13 Podles réels multiples : quatrieme technique

Cours : Exemples : Exercices :
Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.14 Exercice B.7
Exemple A.15 Exercice B.8
Exercice B.9

[lustrons la quatrieme technique (sommairement décrite dans le cours) avec la
fraction rationnelle suivante :
x—2
F(z) =
(@) (x+3)(x+2)3

qui est irréductible, de partie entiere nulle et qui admet (entre autres) z = —1 comme
pole réel d’ordre 3.

D’apres le cours, le raisonnement se fait en trois étapes :

— Dans un premier temps, on pose X = x + 2 ; on remplace donc dans F(z) la
variable z par X — 2 :
X —4 X —4
(X —-2+3) X3 (X +1)X3

66 > >

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent chapitre A suivant p»

— Dans un deuxieme temps, on pose la division suivant les puissances croissantes Exemple A.13
a l'ordre 2 (car —2 est un pole d’ordre 3) de X — 4 par X + 1 (trouvés lors de Poles réels
la premicere étape ; on insiste sur le fait que le facteur X? n’intervient pas dans multiples :
cette division) : quatrieme

44X 1+ X technique
—(—4 —-4X) —4+5X —5X?
— 5X
—(5X  +5X?)
— —5X?
—(—5X? —5X3)
5X3

Onadonc : X —4=(X+1) x (-bX?+5X —4)+ X3 x 5.
— Dans un troisieme temps, on injecte la relation que 1'on vient de trouver au
numérateur de F'(X — 2), puis on sépare en deux fractions que 1'on simplifie :

X4  _ (X+D)x(-5X2+5X-4)+X53x5
F<X - 2) - X+ x3 T (X+1) X3
_ (X+1)x(f5x2{r5xf4) + X3x5
. (X+1) X3 (X+1) X3 Table des matieres
=% txa=xto oo tEa Cneepts
Enfin, on revient a = en remplagant X par = + 2 (relation posée a la premiere
etape) : 5 5 4 5 Exemples
F(x)=-— + — + Exercices
r+2 (x+2)?2 (z+2)3 =z+3 Documents
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On remarque qu’on a, au passage, également trouvé le coefficient relatif au pole

réel simple xr = —3.
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Exemple A.14 Pdles réels multiples : cas du pdle nul

Cours : Exemples : Exercices :
Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.13 Exercice B.7
Exemple A.15 Exercice B.8

Exercice B.9

La présence du pole x = 0 chez une fraction rationnelle pose souvent des problemes
pour les débutants, alors que ce pole se traite comme n’importe quel autre pole réel.
Pour s’en persuader, appliquons de nouveau la quatrieme technique avec cette fois-ci
la fraction rationnelle :

4
Flz)= ——
(@) (x4 2)
qui est irréductible, de partie entiere nulle et qui admet (entre autres) x = 0 comme
pole réel d’ordre 4.

On procede en 3 étapes comme dans ’exemple précédent. La particularité de 0
en tant que pole est qu’on est amené dans un premier temps a poser : X = x — 0,
c’est a dire que le changement de variable est sans effet sur la fraction F'. En suivant
strictement la technique exposée dans le cours, on est en effet amené a remplacer x
dans F(z) par X +0 :
4

F(X+0)=FX)= m
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On s’est donc contenté de changer le nom de notre variable, ce qui n’était pas indis-
pensable. . .

On poursuit cependant comme précisé dans le cours en posant la division suivant
les puissances croissantes a l'ordre 3 (puisque 0 est un pole d’ordre 4) du numérateur
P(X) = 4 par le facteur Q1(X) = X + 2 du dénominateur :

4 24+ X
—(4  +2X) 2-Xx+%¥ X
- —2X
—(—2X —X?)
— X2
—(X*  +%)
Z X
23 4
5 L
DS
4

On a donc :4:(X%—Q)(—XTS%—XTZ—X—|—2>+X4><}l

Pour finir, on injecte la relation trouvée au numérateur de F'(X) :

3 2
(x+2) (- 2"+ % —x+2)+X*x}
X1(X+2)

3 2
((E+E-x42)

FX) =
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On a ainsi obtenu la décomposition de F'(X) (et donc de F(x)) en éléments simples :
le fait que F' admette 0 comme poéle réel multiple n’a pas eu de répercussion impor-
tante sur le déroulement de la technique. La technique est méme simplifiée puisque le
changement de variable a la premiere étape n’induit aucun calcul.
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Exemple A.15 Pdles réels multiples : un cas particulier

Cours : Exemples : Exercices :
Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.13 Exercice B.7
Exemple A.14 Exercice B.8

Exercice B.9

Dans le cas particulier ou une fraction rationnelle F'(z) admet en tout et pour
tout un seul pole réel a (d’ordre de multiplicité quelconque), la premiere étape de la
quatrieme technique (c’est a dire le changement de variable X = x — a) suffit & obtenir
la décomposition de F(z) en éléments simples.

En effet, soit par exemple la fraction rationnelle F'(z) définie par :

22 —1

Flz)= 222
(x +2)3
Cette fraction est de toute évidence irréductible et a une partie entiere nulle. Ad-
mettant x = —2 comme pole réel d’ordre 3, la quatrieme technique suggere de poser
X =z + 2 et donc de remplacer x par X — 2 dans F(z) :
20X -2+ (X -2)—1 2X2-7X+5
X3 a X3

F(X —2) =
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Mais alors, il n’est pas utile de poser de division suivant les puissances croissantes pour
décomposer cette fraction. Il suffit en effet de la scinder en plusieurs fractions de la

facon suivante :

2X%2  7X 5 2 7 5
FIX-N="r— —+— == —
( ) X3 X3+X3 X X2+X3
On revient finalement a x et on a obtenu la décomposition de F' en éléments simples :

2 7T .5
z+2 (z+22 (z+2)°

F(x) =
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Exemple A.16 Pdles complexes simples

Cours : Exemples : Exercices :
Pdéles complexes simples Exemple A.17 Exercice B.10

Illustrons les propos du cours avec la fraction rationnelle :

8z? — 14z + 11
F(z) =
@) = =@+
Elle admet x = 2 comme pole réel d’ordre 1, et x = 7 et * = —¢ comme poles

complexes conjugués d’ordre 1 chacun (ces poles n’annulant pas le numérateur). De
plus, sa partie entiere est nulle, puisque le numérateur est de degré strictement inférieur
a celui du dénominateur. Sa décomposition en éléments simples est donc de la forme :

8z —ldz+11 A +BZL‘+O
(x—2)(z2+1) z-2 22+1

F(z) =

On obtient le coefficient en considérant le produit (z — 2) x F(x) pour x = 2,
comme on ’a vu dans le chapitre précédent :

A=3
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Pour trouver B et C', le paragraphe de cours suggere d’utiliser le méme procédé.
On considere donc le produit (z* + 1) x F(x) :

8z —ldz +11  A(z*+1)

B C
Tr — 2 T — 2 R

En prenant x =4, on en déduit :

3— 144
i —

=Bi+C

Puis, en cherchant I’écriture algébrique du membre de gauche, on peut écrire :

(3—14i)(—i—2) —20+ 25i

C+ Bi = = = —4+ 5
LA Py To—) 5 o
Finalement, B et C' étant des coefficients réels, on en déduit par identification des
parties réelles et imaginaires : B=5et C' = —4.
Ainsi : . : q
x JR—
F =

(z) xr—2 + 241
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Exemple A.17 Pdles complexes simples : limites pratiques

Cours : Exemples : Exercices :
Pdéles complexes simples Exemple A.16 Exercice B.10

La généralisation de la technique vue pour les poles réels simples au cas des poles
complexes conjugués d’ordre 1 est valable pour n’importe quels poles. Cependant, en
pratique, elle n’est intéressante en général que pour des poles complexes "faciles a
manipuler dans les calculs”, comme c¢’était le cas dans I'exemple précédent.

Illustrons cela avec la fraction rationnelle irréductible et de partie entiere nulle
suivante :

8x? — 11 11
F(z) = T z +
(x=2)(x24+z+1)
Elle admet x = 2 comme pole réel d’ordre 1, et x = % et ©x = #g comme poles

complexes conjugués d’ordre 1 chacun. Sa décomposition en éléments simples est donc

de la forme :
Fz) 8r2 — 11z + 11 A N Bz +C
€T) = =
(x—2)(z2+z+1) z-2 22+z+1
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On trouve aisément : A = 3. Puis, pour obtenir B et C', il faut considérer le
produit (z? +x + 1) X F(x) pour z = #ﬁ ;

2
—14+iv/3 —14+iv/3
S(2948) —uEn iy
—14;«/3_2 - 2

La simplification de cette égalité pour pouvoir identifier les parties réelles et ima-
ginaires est assez "lourde”. On aurait donc plus vite fait de déterminer B et C' avec les
autres techniques vues dans le chapitre précédent. En effet :

— La limite en +00 du produit  x F(z) donne : A+ B=8dou B=5.

~ La valeur de F(0) permet ensuite d’obtenir : 1 = 4 + C d’ott C = —4

Ainsi, I'utilisation des poles complexes n’est pas toujours la technique la plus appro-
priée popur trouver les coefficients des numérateurs des éléments simples de deuxieme

espece.

<< 7

Exemple A.17
Pdles complexes
simples : limites

pratiques

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent chapitre A suivant p»

Exemple A.18 Pdles complexes multiples

Cours : Exercices :
Péles complexes multiples Exercice B.11

[lustrons la technique exposée pour les poles complexes conjugués multiples avec
la fraction rationnelle irréductible :
P(x) 2z° + 1
Q(z) (22+x+4)3

Cette fraction a une partie entiere nulle et n’admet que deux poles complexes
conjugués : x = % et v = %ﬁ d’ordre 2 chacun. Le cours suggere donc de
commencer par poser la division euclidienne du numérateur P(x) = 22° 4+ 1 par le

facteur 2 + x + 4 du dénominateur :
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25 +1 |2*4+z+4
—(2x° +2z% +8z3) 2% — 22 — 6z + 14
— — it —823 +1
—(22* —22% —8z?)
— —62° 4827 +1
—(—62®  —62* —24x)
— 1422 +24z +1
—(142® +14z +56)
— 10x —55
Ainsi : 22° + 1 = (22 + . + 4) (223 — 222 — 62 + 14) + 10z — 55. D’ou :
Flz) = (22 + z +4) (22° — 222 — 6z + 14) + 10z — 55 _ R()+ 10z — 55
(z% + 2 +4)° (22 + oz +4)3
Avec 223 — 222 — 6z + 14
Fl(x)_ (1‘2—|—$—|—4)2
On recommence alors en posant la division euclidienne de 223 — 222 — 62 + 14 par
g% < gy e AL
23 —2z2 —6x +14 2+ +4
—(2x3 +22?  +8r) 2z — 4
— —4z° 14z +14
—(—42? —4x -16)
— —10z 430
<4< 79
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U:22°—222 -6+ 14 = (22 +z+4) 2z —4) — 10z + 30 et :
. (¢ +o+4)(20—4) 100430 _ 20-4  —10z+30
xIr) = =
! (22 +z+4)? 2+z+4  (22+z+4)?

Finalement, on a obtenu la décomposition de F' en éléments simples :

20 — 4 —10z + 30 10z — 55

Bix) —
(z) x2+x+4+ (x2+x+4)2+ (22 +x+4)3
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Exemple A.19 Une fonction paire

Cours : Exercices :
Parité d'une fonction rationnelle Exercice B.12

On considere la fraction rationnelle F' suivante :

82
(44 z?)(x? — 4)

F(x) =

Cette fonction est définie sur Dp = IR\ {—2;2}, d'ousi z € Dp, alors —z est aussi
dans Dp . De plus, on remarque que, pour tout  de Dp, on a : F(—x) = F(x). Donc
F' est paire.

Par ailleurs, on vérifie aisément que F' est irréductible et que sa décomposition en
éléments simples est de la forme :

F() Ax+B+ C o D
l‘ =
2+ 4 r—2 z+2

L’égalité "F(—x) = F(x)” se traduit, en utilisant la forme de décomposition précé-
dente par :

Ax(-z)+ B C N D _Ax—l—B_I_ C N D
(—x)2+4 —z—-2 —z+2 124+4 -2 z+2
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D’ou :
—Az+ B C D  Az+B C D
214 1+2 -2 £+4 -2 742
En identifiant les coefficients associés aux mémes poles des deux cotés de 'égalité, on
en déduit :

—A=A
B=B A=0
—-C=D D=-C
-D=C
Ainsi, la décomposition de F' en éléments simples est de la forme :
B C C

Fle) = x2+4+x—2 x4+ 2
Il n’y a donc plus que 2 coefficients (au lieu de 4) a déterminer avec les méthodes
exposées précédemment.
On trouve par exemple B en prenant la valeur en z = 2i du produit (z%+4) x F(x) .
On a alors : B=4.
De méme, en considérant le produit (z — 2) x F(z) en x =2, on obtient : C' = 1.
Finalement :

4 i 1 1
24+4 -2 x+2

F(z) =

<< 82
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Exercice B.1 Navigation par renvois

Cours : Exemples :
Renvois Exemple A.1

On arrive sur cette page apres avoir cliqué sur le renvoi "Exercice B.1” depuis le
grain sur le systéme de renvois ou sur le renvoi "Exercice B.1” de I'exemple A.1 associé
a ce grain. On accede a ces pages de la méme facon en cliquant sur I'un des renvois

ci-dessus.
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Exercice B.2 Poles réels simples : fin de |'exemple

Cours : Exemples : Exercices :
Péles réels simples Exemple A.3 Exercice B.3
Exemple A.4

Déterminer les coefficients B, C' et D dans la décomposition de la fraction ration-
nelle étudiée en exemple :

F(z) —a% — bx? + 222 + 44 2 N B N C N D
xr) = =
(+3)(z—1(z—-2)(z+2) z+3 z-1 zxz—-2 z+42

Solution
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Exercice B.3 Podles réels simples : un QCM

Cours : Exemples : Documents :
Poles réels simples Exemple A.3 Document C.1.1
Exemple A.4

Déterminer la FORME de la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle suivante (on ne cherchera les coefficients apparaissant dans cette décompo-
sition que dans un deuxieme temps) :

— Réponse a : F(z) =2 +x+1
— Réponse b : F(x)

z+1 z—1
— Réponse ¢ : F(z) =2+ 4+ 7+ =
; : _ A B
~ Réponse d : F(x) =2 +1+ 25 + 55

Rappel : on peut revoir le plan a suivre pour décomposer une fraction rationnelle
en éléments simples dans la partie "Documents” de cette ressource (cf. lien ci-dessus).

Déterminer la valeur du coefficient B associé au pole réel simple z = 1.

5 = 1 B=-1
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Exercice B.4 Poles réels multiples : techniques 1 et 2

Cours : Exemples :

Pdles réels multiples (technique 1) Exemple A.5

Pdles réels multiples (technique 2) Exemple A.6
Exemple A.7
Exemple A.8
Exemple A.9

Déterminer a 1’aide des techniques de recherche de coefficients développées jusqu’a
présent la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle suivante :

F( ) 8x2 + 162 + 11
i g
(x+3)%(z —2)

Solution pas a pas :
— Forme de la décomposition
— Calcul des coefficients
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Exercice B.5 Poles réels multiples : techniques 1, 2 et 3

Cours : Exemples :
Pdles réels multiples (technique 1) Exemple A.5
Pdles réels multiples (technique 2) Exemple A.6
Péles réels multiples (technique 3) Exemple A.7
Exemple A.8
Exemple A.9
Exemple A.10
Exemple A.11

Déterminer a I’aide des techniques de recherche de coefficients développées jusqu’a
présent la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle suivante :

F() 3+ 22— 15z + 14
l‘ _—
(x +2)%2(22 + 1)

Solution pas a pas :
— Forme de la décomposition
— Calcul des coefficients
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Exercice B.6 Division suivant les puissances croissantes

Cours : Exemples :

Division de polynémes suivant les Exemple A.12
puissances croissantes

Effectuer la division a l'ordre 2 suivant les puissances croissantes du polynome
Py (z) = 2® + 22% + 2 par le polynome Py(z) = z + 2.

Solution pas a pas :
— Premiere étape de la division
— Division complete
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Exercice B.7 Poles réels multiples : technique 4 - cas simple

Cours : Exemples : Exercices :

Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.13 Exercice B.8
Exemple A.14 Exercice B.9
Exemple A.15

Appliquer la quatrieme technique de recherche des coefficients relatifs aux poles
réels multiples pour trouver la décomposition en éléments simples de :

1
(z +4)(z +5)°

F(z) =

Solution pas a pas :

— Changement de variable

— Division suivant les puissances croissantes
— Décomposition de F'

Reprenez la recherche de la décomposition en éléments simples de [’ en utilisant
les techniques 1 et 2 cette fois-ci, puis comparez les deux résolutions.

Solution
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Exercice B.8 Poles réels multiples : technique 4 - cas "normal”

Cours : Exemples : Exercices :

Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.13 Exercice B.7
Exemple A.14 Exercice B.9
Exemple A.15

Appliquer la quatrieme technique de recherche des coefficients relatifs aux poles
réels multiples pour trouver la décomposition en éléments simples de :

T

F@ = e +p

Solution pas a pas :

— Changement de variable

— Division suivant les puissances croissantes
— Décomposition de F'

On pourra ensuite essayer de retrouver la décomposition de F'(x) a 1'aide des tech-
niques 1, 2 et 3 afin de se rendre compte que, pour une telle fraction, la quatrieme
technique est moins couteuse en terme de calculs. . .
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Exercice B.9 Pdles réels multiples : technique 4 - cas complet

Cours : Exemples : Exercices :

Pdles réels multiples (technique 4) Exemple A.13 Exercice B.7
Exemple A.14 Exercice B.8
Exemple A.15

Appliquer la quatrieme technique de recherche des coefficients relatifs aux poles
réels multiples (ici au pole z = 2) pour trouver la décomposition en éléments simples

de :
28 — 2% — 112 + 1423 + 2622 + 4x — 26

(x —2)3(z+1)2

sachant que le dénominateur s’écrit sous forme développée :

F(z) =

(z—28%x+1)2 =25 —42* + 2%+ 102 — 42 — 8

Solution pas a pas :

— Calculs précédant la recherche des coefficients
— Changement de variable

— Division suivant les puissances croissantes

— Décomposition de F'
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On pourra ensuite essayer de retrouver la décomposition de F'(x) a l'aide des tech-

niques 1, 2 et 3 afin de se rendre compte que, pour une telle fraction, la quatrieme
technique est moins couteuse en terme de calculs. . .

<<
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Exercice B.10 Pdles complexes simples

Cours : Exemples :
Poles complexes simples Exemple A.16
Exemple A.17

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante en utilisant la
technique relative aux poles complexes conjugués d’ordre 1 :

_4:53—1-63:2—1—73:—1-12

F
(z) zt+ 5124+ 4

Solution pas a pas :
— Calculs précédant la recherche des coefficients
— Recherche des coefficients
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Exercice B.11 Pdles complexes multiples

Cours : Exemples :
Poles complexes multiples Exemple A.18

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante en utilisant la
technique relative aux poles complexes conjugués multiples :
23 —322 +6x—2
(2 4+ 1)%

F(z) =

Solution pas a pas :
— Considérations précédant la recherche des coefficients
— Recherche des coefficients
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Exercice B.12 Une fonction impaire

Cours : Exemples :
Parité d'une fonction rationnelle Exemple A.19

On cherche a décomposer la fraction rationnelle suivante :

2+ 1

o) =S

Vérifier que cette fonction est impaire, et exploiter cette propriété pour déterminer
sa décomposition en éléments simples.

Solution pas a pas :

— Etude de la parité

— Forme de la décomposition
— Exploitation de la parité

— Recherche des coefficients
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chapitre A

C.1 Compléments

Cl1
C1l2

Plan de la décomposition en éléments simples . . . . . . . .

Justification de la "quatrieme technique”
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Document C.1.1 Plan de la décomposition en éléments simples

Cours : Exercices :
Pré-requis Exercice B.3

Soit F' une fraction rationnelle quelconque, alors F' se décompose en éléments

simples selon les étapes suivantes :

P(z)
Q(z)
tible, c’est a dire que le numérateur P(x) et le dénominateur @)(x) n’ont pas de
z€éro commun.

Le cas échéant, on simplifie la fraction pour qu’elle soit irréductible.

1. On commence par s’assurer que la fraction rationnelle F(z) = est irréduc-

2. Si le degré du numérateur P(x) est supérieur ou égal au degré du dénominateur
Q(x), on calcule la partie entiere F(x) de la fraction rationnelle par division
euclidienne. Pour cela, P et @) doivent étre écrits sous forme développée. (Si le
degré de P est strictement inférieur au degré de (), la partie entiere de F' est

nulle et on passe directement a I’étape suivante). Table des maticres
La fraction F' s’écrit alors comme une somme entre un polynome E(z) de degré Concepts
égal a degP—deg(@ et une fraction rationnelle de numérateur R(z) (reste de la Notions
division euclidienne) de degré strictement inférieur au dénominateur Q(z) :
Exemples
F(x) = E(m) 4L R(:U) Exercipces
Q(z) Documents
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3. On factorise alors le dénominateur Q(z) a I’aide de polynémes irréductibles, ¢’est

<<

a dire de polynomes de degré 1 ou de polynomes de degré 2 et de discriminant
négatif.

On dresse, a partir de cette factorisation, la liste des poles, en précisant s’ils sont
réels ou complexes et en donnant leurs ordres de multiplicité.

On décompose la fraction 2% en une somme d’éléments simples de premiere et
de deuxieme espece selon le tfleoreme particulier du paragraphe précédent.
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Document C.1.2 Justification de la "quatrieme technique”

Cours :
Pdles réels multiples (technique 4)

Reprenons les notations du paragraphe "Poles réels multiples : quatrieme tech-
nique”, c’est a dire :
P(x)
(z — a)"Qi(z)

ou F' est une fraction rationnelle irréductible et de partie entiere nulle.

F(z) = avec Q1(a) #0

Sachant que a est un pole réel d’ordre n, on peut écrire :

Al AQ An + R(:E)

B Fa E S P LR N )

avec deg R < deg ()4

En posant X = 2 — a, on a alors : .
p ! Table des matiéres

P(X +a) A1 Ay A, R(X +a) Concepts
F(X S G 7 oy n SR TR ;
Xta=somx+e x T Tt aETa Notions
D’ou, en multipliant par X" :
Exemples
P(X +a) 1 g R(X +a) Exercices
—— = A X" A X" e+ A+ XN————=
Q1(X + a) ! + 2 Tt At Qi1(X +a) Documents
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Ou encore, en mulipliant cette fois-ci par Q1(X +a) :

P(X+a) = Qu(X +a) x (AX" + 4,X" 2+ + 4,) + X" R(X +0)
&) ’ (X)
q r

Par unicité du quotient ¢(X) et du reste r(X) dans la division suivant les puissances
croissantes de deux polynémes, le polynome ¢(X) défini ci-dessus (donc de degré infé-
rieur ou égal a n — 1) est le quotient de la division suivant les puissances croissantes et
alordre n — 1 de P(X 4 a) par Q1(X +a). Or, les coefficients de chaque monoéme de
q(X) correspondent aux coefficients associés aux éléments simples de pole x = a dans
la décomposition de F'(z) : on a ainsi justifié I'affirmation faite dans le dernier point
de la quatrieme technique exposée dans ce cours.
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chapitre A

C.2 Solutions des exercices

C21
C22
C.23
C24
C25
C.2.6
C27
C.238
C.2.9
C.2.10
C211
C.2.12
C.2.13
C.2.14
C.2.15
C.2.16
C.2.17
C.2.18
C.2.19
C.2.20

Poles réels simples
Pdles réels simples
Pdles réels simples
Pdles réels simples :
Pdles réels simples :
Poles réels simples :
Pdles réels simples
Pdles réels multiples :
Pdles réels multiples :
Pdles réels multiples
Poles réels multiples

Division suivant les puissances croissantes (1)
Division suivant les puissances croissantes (2)

Pdles réels multiples
Pdles réels multiples
Pdles réels multiples
Pdles réels multiples
Pdles réels multiples
Pdles réels multiples
Pdles réels multiples

: fin de I'exemple (1)
:un QCM (1 )
:un QCM

:un QCM (6)

techniques 1 et 2 (1)
: techniques 1 et 2 (2)
. techniques 1, 2 et 3 (1) . .
: techniques 1, 2 et 3 (2) . .

: technique 4 - cas simple (
. technique 4 - cas simple (
: technique 4 - cas simple (
: technique 4 - cas simple (

: technique 4 - cas "normal” (1) . . . .
: technique 4 - cas "normal” (2) . . . .
: technique 4 - cas "normal” (3) . . . .
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C221
C.2.22
C.2.23
C.2.24
C.2.25
C.2.26
C.2.27
C.2.28
C.2.29
C.2.30
C.231
C.2.32

Péles réels multiples : technique 4 - cas complet (1)
Péles réels multiples : technique 4 - cas complet (2)
Pdles réels multiples : technique 4 - cas complet (3)
Poles réels multiples : technique 4 - cas complet (4) . . . .
Pdles complexes simples (1) . . . ... ... .. ... ...
Péles complexes simples (2) . . . . . ... ... ... ...
Péles complexes multiples (1) . . . . . .. ... ... ...
Poles complexes multiples (2) . . . . ... ... ... ...
Une fonction impaire (1) . . . . ... ... ... ... ...
Une fonction impaire (2) . . . . . ... ... ...
Une fonction impaire (3) . . . . . . . . . ... ... ...
Une fonction impaire (4) . . . . . ... ... ... .. ..
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Document C.2.1 Pdles réels simples : fin de I'exemple (1)

Exercices :
Exercice B.2

Fraction rationnelle étudiée :

F(z) —a% — bx? + 220 + 44 2 i B i C i D
xTr) = =

(z+3)(z—1(z—2)(z+2) z+3 z—-1 z—2 z+2
— Le produit (z — 1) x F(x) donne :

—z® — 522 +22r +44  2(zx —1)

Cz—1) N D(z —1)

= +B+
(x+3)(x—2)(z+2) z -+ 3 x—2 x -+ 2
En prenant alors z = 1, on en déduit :
60
N Table des matieres
— De méme, le produit (z —2) x F(z) pris en z = 2 donne : C' =3 Concepts
— Et le produit (x +2) x F(z) pris en x = —2 donne : D = —1 Notions
Ainsi :
2 5 3 1 Exemples
(z) = + Exercices

x+3_x—1 x—2_a:—|—2

Documents
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Document C.2.2 Pdles réels simples : un QCM (1)

Exercices :
Exercice B.3

Fraction rationnelle étudiée :

zt+1

) = (x+1)(x—1)

Forme choisie pour la décomposition :
Flz)=2*+z+1

Votre réponse est fausse : si vous n’avez pas répondu completement au hasard,
c’est que vous avez certainement fait I'erreur classique (mais grave!) consistant a dire
que "f—jll = 2% + 1. A partir de 1a, vous avez divisé 2> + 1 par 2 — 1 pour obtenir
finalement 22 +x + 1.

Vous auriez du vous rendre compte par vous-méme que cette proposition est fausse
en remarquant par exemple que F(0) = —1 d’apres la premiere formule, tandis que
F(0) =1 si on utilise la réponse proposée.

A la lumiere de ces explications, tachez de trouver maintenant la bonne réponse.
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Document C.2.3 Pdles réels simples : un QCM (12)

Exercices :
Exercice B.3
Fraction rationnelle étudiée :

zt+1
Flz) = (x+1)(z—1)

Forme choisie pour la décomposition :

A i B
r+1 x-—1

F(z) =

Votre réponse est fausse

: en effet, vous avez oublié de déterminer la partie

entiere de F'(z) qui est non nulle puisque le numérateur de F' a un degré supérieur a
celui du dénominateur.

A la lumiere de ces explications, tachez de trouver maintenant la bonne réponse.
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Document C.2.4 Péles réels simples : un QCM (3)

Exercices :
Exercice B.3

Fraction rationnelle étudiée :

zt +1
(x+1)(x—1)

F(z) =
Forme choisie pour la décomposition :

F(z) ::182—i-4:r;+7—l—i
r—1
Votre réponse est fausse : si vous n’avez pas répondu completement au hasard,
c’est que vous avez certainement fait I'erreur classique (mais grave!) consistant a dire
que z* +1 = (z + 1)% A partir de 14, vous avez simplifié le numérateur et le dénomi-
nateur de F'(z) par x + 1, puis vous avez divisé (x + 1)® par x — 1 pour obtenir une
partie entiere égale & z% + 4z + 7 et un seul pole réel simple (z = 1).
A la lumiere de ces explications, tachez de trouver maintenant la bonne réponse.
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.5 Pdles réels simples : un QCM (4)

Exercices :
Exercice B.3

Fraction rationnelle étudiée :

rt+1
F(z) =
(z) (x+1)(x—1)
Forme choisie pour la décomposition :
A B
F(z)=2"+1
(z) = 2"+ +x+1+x—1

Votre réponse est correcte : en effet, F'(x) est irréductible car les poles = = 1
et £ = —1 n’annulent pas le numérateur de F'(z). De plus, F(x) admet une partie
entiere non nulle car le numérateur a un degré plus élevé que celui du dénominateur.
La division euclidienne de z* + 1 par (z — 1)(x + 1) = 22 — 1 donne alors :

Fe)=a®+ 1+ e
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La fraction (

<<

2
z+1)(z—1)

admet x = —1 et x = 1 comme poles réels simples, donc la

décomposition de F(z) en éléments simples est finalement bien de la forme :

F(x)

<« précédent section A

5 A B
=zr'+1+—F+
r+1 x-—1
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.6 Pdles réels simples : un QCM (5)

Exercices :
Exercice B.3

Fraction rationnelle étudiée :

zt+1 A B
F(z) = =241
(z) (x+1)(z—-1) v +x+1 z—1

Valeur choisie pour le coefficient B : B =1

Votre réponse est correcte : pour obtenir B, on multiplie F(z) par x — 1 :

zi+1 Az — 1)
— 1) x F(z) = =@+ )z-1)+>——"4B
@-1)xF@) =2 =@+ )E-n+ 22D
Puis on choisit x =1 : ;5
Table des matieres

§:0+O+B F=1 Concepts
De fagon analogue, on obtient A = —1 en considérant le produit (z + 1) x F(x). Notions
Ainsi : i . .

x= 4+ Exemples

F(z) = =241 ;
R ) ) R AR Documents
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.7 Péles réels simples : un QCM (6)

Exercices :
Exercice B.3

Fraction rationnelle étudiée :

zt+1 A B
@ =eine-n ° t'toritzo1
Valeur choisie pour le coefficient B : B = —1

Votre réponse est fausse : si vous n’avez pas répondu completement au hasard,
c’est que vous avez certainement fait 1'erreur classique consistant a multiplier F'(z)
par x — 1 et a "oublier” a cette occasion de multiplier également la partie entiere par
x — 1, avant de choisir x = 1. Formellement, vous avez du écrire :

(x—1)x F(x) = 2t +1 =241+ —A(x ) +B Table des matieres
rz+1 41 Concepts
i Notions
au lieu de
.’L’4 —+ 1 Alr — 1
(a1} X)) )
Documents

112



<« précédent section A suivant »

Document C.2.8 Pdles réels multiples : techniques 1 et 2 (1)

Exercices :
Exercice B.4

Fraction rationnelle étudiée :

P(z) 8z%+4 16z + 11
Q(z) (z+3)*(z—2)

Forme de la décomposition : on commence par remarquer que £ est irréductible,
car les zéros du dénominateur Q(x) sont z = —3 et & = 2 et car P(—3) = 35 # 0 et
P(2) =75 #0.

De plus, la partie entiere de F'(x) est nulle, car le degré de P(x) est strictement inférieur
au degré de Q(x).

Enfin, comme les poles sont x = —3 d’ordre 2 et x = 2 d’ordre 1, alors la décomposition
de F(x) en éléments simples est de la forme :

F(z) =

A N B N C
z+3 (z+3)2 z-2

F(z) =
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.9 Pdles réels multiples : techniques 1 et 2 (2)

Exercices :
Exercice B.4

Fraction rationnelle étudiée :

P(x) 8?4 16z+11 A N B N C
Qz) (z+32(r—-2) z+3 (x+3)?2 -2

F(z) =

Recherche des coefficients :

— Le produit (z + 3)* x F(x) prisen x = —3 donne : B = —7

— Le produit (z — 2) x F(x) pris en z = —3 donne : C' =3

— La limite du produit  x F'(xz) quand x tend vers +oo donne : 8 = A+ (', c’est
a dire A=5

Ainsi :
5 7 3 Table des matieres

F(z) = _
(z) z+3 (z+3)? + T —9 Conc.epts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Document C.2.10 Pdles réels multiples : techniques 1, 2 et 3 (1)

Exercices :
Exercice B.5

Fraction rationnelle étudiée :

P(z) 2*+2?—15z+ 14
Q) @42+ 1)

Forme de la décomposition : on commence par remarquer que F' est irréduc-
tible, car les zéros du dénominateur Q(x) sont x = —2, z = i et © = —i et car
P(—=2)=40+#0, P(i) =13 —16i #0 et P(—i) =13+ 16i # 0.

De plus, la partie entiere de F(x) est nulle, car le degré de P(z) est strictement infé-
rieur au degré de Q(x) .

Enfin, comme les poles sont x = —2 réel d’ordre 2 et x = +¢ complexes conjugués
d’ordre 1, alors la décomposition de F'(z) en éléments simples est de la forme :

A N B +C’m+D
z+2 (z+2)2 z2+1

F(z) =
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.11 Pdles réels multiples : techniques 1, 2 et 3 (2)

Exercices :
Exercice B.5

Fraction rationnelle étudiée :
P(z) a®+a2®— 152+ 14
Q(x)  (z+2)2(22 + 1)

F(r) =
Forme de la décomposition :

Recherche des coefficients :

— Le produit (z + 2)? x F(x) pris en x = —2 donne : B =8

— La limite du produit  x F(z) quand x tend vers +oo donne : 1 = A+ C
— La valeur de F(z) pour z =0 donne : ¥ =244+ 24 D« A4+2D =3

~ La valeur de F(z) pour = —1 donne : 2 = A+ B+=% <= 24-C+D =13

A n B +Cx+D
T z4+2 (z+2)2 2241

Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme :

A+C=1 C=1-A C=—1
A+2D =3 <= DZB_T — D=—1
2A-C+D=13 2A—(1-A)+352=13 A=5
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Finalement : . 5 sz 41 Document
Flz) = 4 = f C.2.11

z+2 (z+2) ze+1 Péles réels

Remarque : on pourra résoudre cet exercice différemment apres la lecture du pa- multiples :
ragraphe I11.2 (Poles complexes conjugués d’ordre 1). techniques 1, 2 et
3(2)
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.12 Division suivant les puissances croissantes (1)

Exercices :
Exercice B.6

Posons le début de la division de Pj(z) = 2® + 22 + 2 par Py(x) = z + 2 suivant
les puissances croissantes :

2 +222 423 |24z
—(2 +2) 1
- —z 4222 428
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.13 Division suivant les puissances croissantes (2)

Exercices :
Exercice B.6

Posons la division de Py(x) = 2 + 222 + 2 par Py(x) = x + 2 suivant les puissances
croissantes :

2 +222  +23 |[2+=z
X X
—(2  +a) 1-z 45
— g O g
.’E2
—(—z _72
S
$2 $3
)
=
Ainsi, a 'ordre 2, on a :
Table des matieres
9 1 9.2 3 _ (9 1 z 5z’ 3 1 Concepts
+2z°+2° = (24 x) —5t )t Notions
Exemples
Exercices
Documents
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.14 Pédles réels multiples : technique 4 - cas simple (1)

Exercices :
Exercice B.7

Fraction rationnelle étudiée :

1

PO = e darop

Changement de variable : on remarque tout d’abord que F' est irréductible et
que sa partie entiere est nulle. De plus, F' admettant x = —5 comme pole réel multiple
(d’ordre 2), on pose X =z + 5 et on remplace z par X — 5 dans F'(x). On a ainsi :

1 1
F(X =5) = (X —5+4X2 (X -1X?

I1 faut alors dans un deuxieme temps poser la division suivant les puissances croissantes
a l'ordre 1 du numérateur 1 par le facteur X — 1 du dénominateur. . .
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.15 Pdles réels multiples : technique 4 - cas simple (2)

Exercices :
Exercice B.7

Fraction rationnelle étudiée :

1
F =
@) = v DETop
Changement de variable : X =z +5 d’ou F(X —5) = —(Xill)XQ ,

Division suivant les puissances croissantes : on pose la division suivant les
puissances croissantes a 'ordre 1 de 1 par X —1. On a :

1 -1+ X
—(1 —-X) -1-X
— X
—(X -X?)
~— X2

On a donc :
I=(X-Dx(-X-1)+X>x1

Il reste a remplacer cette expression au numérateur de F'(X — 5) pour obtenir la
décomposition en éléments simples de F'(z). ..
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.16 Pdles réels multiples : technique 4 - cas simple (3)

Exercices :
Exercice B.7

Fraction rationnelle étudiée :

1
(x+4)(x+5)?

F(z) =

Changement de variable : X =z +5 d’ou F(X —5) = —(Xill)XQ ,

Division suivant les puissances croissantes : 1 = (X — 1) x (=X — 1)+ X? x 1

Décomposition de F' : il reste a remplacer ’expression précédente au numérateur
de F(X —5).0na :

(X-x(-X-1)+X>x1 —-X-1 1

F(X —5)=
(X =5) X = 1)x? x2 tx—a
D’ou : i 1 1
FX=9=-x-%*x-1
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Et finalement, en revenant a x a ’aide du changement de variable X = x4+ 5 :

1 1 N 1
r+5 (r+5)?2 x+4

F(z) =

C’est la décomposition de F' en éléments simples.
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.17 Pédles réels multiples : technique 4 - cas simple (4)

Exercices :
Exercice B.7

Fraction rationnelle étudiée :

1
(z +4)(z +5)°

F(z) =

Avec les techniques 1 et 2, on procede de la fagon suivante : on commence également
par remarquer que F' est irréductible et a une partie entiere nulle. On constate ensuite
qu’elle admet x = —4 comme pole réel simple et x = —5 comme podle réel double. On
peut en déduire la forme de sa décomposition :

A N B N C
z+4 z+5 (z+5)?

F(x) =

On détermine alors la valeur des coeflicients :

— Le produit (z +4) x F(x) prisen x = —4 donne : A =1.

— Le produit (z +5)* x F(x) pris en x = —5 donne : C' = —1.

— La limite, quand x tend vers +oo du produit x x F(x) donne : 0 = A+ B <
B=-A=-1.
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On retrouve donc bien les mémes coefficients. Les calculs avec les techniques 1 et 2
sont, pour cette fraction, plus rapides et plus simples que ceux faits avec la quatrieme
technique : on a effectivement introduit dans le cours la quatrieme technique en disant
que les techniques 1, 2 et 3 commencaient a étre inadéquates lorsqu’on travaille avec
une fraction rationnelle admettant un pole réel d’ordre de multplicité élevé. Ce n’était
pas le cas ici. . .
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.18 Pdles réels multiples : technique 4 - cas "normal” (1)

Exercices :
Exercice B.8

Fraction rationnelle étudiée :

i

o= @ Er e

Changement de variable : on remarque tout d’abord que F est irréductible et
que sa partie entiere est nulle. De plus, F' admettant © = —1 comme pole réel multiple
(d’ordre 3), on pose X =z + 1 et on remplace x par X — 1 dans F(z). On a ainsi :

X -1 X -1

R T R RNV SRR

Il faut alors dans un deuxieme temps poser la division suivant les puissances croissantes
a l'ordre 2 du numérateur X — 1 par le facteur X? — 2X + 2 du dénominateur. . .
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Document C.2.19 Pdles réels multiples : technique 4 - cas "normal” (2)

Exercices :
Exercice B.8

Fraction rationnelle étudiée :

T
F =
O = @ DE e
Changement de variable : X =z + 1 d’ou F(X —1) = (XQ_)Q(T_}LQ)X?,

Division suivant les puissances croissantes : on pose la division suivant les
puissances croissantes a l'ordre 2 de X — 1 par X2 —2X +2.On a :

-1 +X 2-2X + X?
2 2
—(1 +X —XTX) -1+ X
~ ~ 72 s . Table des matieres
—(XT —XT +XT) Concepts
3 I
— XT _XT Notions
On a donc :
) Exemples
X 1 X 1 Exercices
_ (Y2 3
X-1=(X —2X+2)X(T—§)+X X(_Z+§> Documents
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Il reste a remplacer cette expression au numérateur de F'(X — 1) pour obtenir la

décomposition en éléments simples de F(z). ..

<<
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Document C.2.20 Pédles réels multiples : technique 4 - cas "normal” (3)

Exercices :
Exercice B.8

Fraction rationnelle étudiée :

@+ D+ 1)°

F(x) =

Changement de variable : X =z + 1 d'ot F(X —1) = m

Division suivant les puissances croissantes :
2
X—-1=(X?-2X+2) x (XT—§>+X3>< (- +1)

Décomposition de F' : il reste a remplacer I’expression précédente au numérateur

de F(X—1).0na :

_(x2-2X42)x <XT27%>+X3>< (-%+3)

FX-1) = (X2-2X+2)X3
x? 1 X1
— 4 _2 4 42
X3 XZ-2X+2

L 1o _ —X4+2
X ~ 2x3 T I(X?_2X12)
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Et finalement, en revenant a x a ’aide du changement de variable X =z 41 :

1 1 —r 41
F@) =70 "2+ T 12 1)

C’est la décomposition de F' en éléments simples.
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<« précédent section A suivant »

Document C.2.21 Pdles réels multiples : technique 4 - cas complet (1)

Exercices :
Exercice B.9

Fraction rationnelle étudiée :
28 — 2% — 112* + 1423 + 2622 + 42 — 26
(z —2)3(z +1)?
Calculs précédant la recherche des coefficients : on vérifie aisément que la
fraction F est irréductible (c’est a dire que 2 et —1 n’annulent pas le numérateur).

Le numérateur a un degré supérieur a celui du dénominateur, donc F' admet une partie
entiere non nulle. Déterminons-la par division euclidienne :

F(z) =

28 =5 —11z* +1423 +26x%2 +4x —26 | x® —dx*+ 23+ 1022 — 4 — 8
—(2% —42® 42t 41023 —42® —8z) z+3
— 325 —122%  +42% +302%7 +122z —26
—(3z5 —122* +3x® +302%2 —12z —24) Table des matieres
- - +240 -2 s
On a donc :
3 + 242 — 2 Exemples
F(z) =2+ 3+ Fi(z) avec Fi(x) = CEDNCESE Exercices
Documents
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Document C.2.22 Pdles réels multiples : technique 4 - cas complet (2)

Exercices :
Exercice B.9

Fraction rationnelle étudiée :
28 — 2% — 11x* + 1423 + 2622 + 42 — 26
F(z) =
(= 2@+ 1

Calculs précédant la recherche des coefficients :

3+ 24x — 2
(x —2)3(x 4+ 1)?

F(zr) =z + 3+ Fi(z) avec Fy(z) =

Changement de variable : F' admettant 2 = 2 comme poéle réel multiple (d’ordre
3), on pose X = x — 2 et on remplace z par X + 2 dans Fj(x) (et non pas dans

F(x)). On a ainsi :

(X+2P24+24X+2)—2 X*+6X2+36X +54
X3(X +2+41)? B X3(X + 3)?

F(X+2) =

I1 faut alors dans un deuxieme temps poser la division suivant les puissances croissantes
a l'ordre 2 du numérateur X3 +6X?+ 36X 4 54 par le facteur (X +3)? = X2 +6X +9

du dénominateur. ..
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Document C.2.23 Péles réels multiples : technique 4 - cas complet (3)

Exercices :
Exercice B.9

Fraction rationnelle étudiée :

28 — 2% — 112 + 1423 + 2622 + 4 — 26
(x —2)3(x +1)2

F(x) =

Calculs précédant la recherche des coefficients :

3+ 24x — 2
(x —2)3(x+1)2

F(r) =z +3+ Fi(z) avec Fi(z) =

Changement de variable : X =z — 2 d’ou Fi(X +2) = X3+)§§(2);f§))§+54

Division suivant les puissances croissantes : on pose la division suivant les
puissances croissantes & l'ordre 2 de X3 +6X? + 36X + 54 par X2+ 6X +9.On a :

54 436X +6X% +X3 |946X 4+ X?
—(54 +36X +6X?) 6

133 > >

Table des matieres
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



On

<« précédent section A suivant »

a donc :
X3 +6X2+36X +54=(X?+6X+9) x6+X>x1

Il reste & remplacer cette expression au numérateur de F;(X + 2) pour obtenir la

décomposition en éléments simples de F(z). ..

<<
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Document C.2.24 Pdles réels multiples : technique 4 - cas complet (4)

Exercices :
Exercice B.9

Fraction rationnelle étudiée :

28 — 2% — 112 + 1423 + 2622 + 4 — 26

Flz) = (z—23(x + 1)

Calculs précédant la recherche des coefficients :

23+ 24x — 2
(e — 2z + 12

F(r) =z +3+ Fi(z) avec Fi(z) =

Changement de variable : X =z — 2 d’ou Fi(X +2) = X3+)§§(2);f§))§+54

Division suivant les puissances croissantes :
X3 +6X2+36X +54=(X*+6X+9) x6+X>x1

Décomposition de F' : il reste a remplacer ’expression précédente au numérateur
de Fi(X +2), puis a revenir a z a l'aide du changement de variable X =z — 2.
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2 3
F(X+2) =¥ +%T§():§)J§X ==+ X137

_ 6 1
= @27 T @r)?

Et finalement, en ajoutant la partie entiere, on a :

6 1

F(x):x+3+<x_2)3+($+1)2

C’est la décomposition de F' en éléments simples.
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Document C.2.25 Pdles complexes simples (1)

Exercices :
Exercice B.10

Fraction rationnelle étudiée :

Q(x) zt + 522 4+ 4

Calculs précédant la recherche des coefficients : il faut commencer par
factoriser le dénominateur @(x) a 1’aide de polynémes réels irréductibles. Pour cela,
on pose X = 2% de sorte qu’on est amené & factoriser le polynome du second degré :

X?+5X +4
de discriminant A =9 et de racines X = —1 et X = —4. Ainsi :
X2 45X +4=(X+1)(X+4)
Par conséquent, en revenant a x, on obtient la factorisation du dénominateur :

Q(z) =z* +52° + 4 = (2> + 1)(2* + 4)
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Ce dénominateur () admet donc d'une part x =i et x = —i, et d’autre part x = 27 et
x = —2i, comme poles complexes conjugués d’ordre 1 chacun.
On peut alors vérifier que F est irréductible, car :

P(i)=6+3i£0 P(—i)=6-3i£0 P(2i)=-12—18i £0 P(—2i)=—12+18;

Enfin, la partie entiere de F' étant nulle, sa décomposition en éléments simples
dans IR est de la forme :

F(z) A$+B+C$+D
) =
2 +1 2 +4
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Document C.2.26 Pdles complexes simples (2)

Exercices :
Exercice B.10

Fraction rationnelle étudiée :

CQz) zt + 522 4+ 4
Calculs précédant la recherche des coefficients :

Fz) 4x3 + 622 + Tz + 12 Ax+B+C’x+D
1’ = =
(22 4+ 1)(x% 4+ 4) 2?2 +1 z2+4

Recherche des coefficients : on considere tout d’abord le produit (z*+1) x F(x)
pour x = 7. On en déduit :
Table des matieres

6 + 3¢
Ai+ B = +Z<:>A:1etB:2 Concepts
3 Notions
Puis, on fait de méme pour le produit (2 +4) x F(z) avec z = 2i :
Exemples
—12 — 184 Exercices
QCZ+D:—Z<:>C:3etD:4 Documents

-3
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Finalement :

« précédent

F(z)

_ T+ 2

section A

3r+4

o241

2 +4

suivant »
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Document C.2.27 Pdles complexes multiples (1)

Exercices :
Exercice B.11

Fraction rationnelle étudiée :

P(z) 2% —32% 4+ 62 —2
Q) (@ +1)!

Considérations précédant la recherche des coefficients : on remarque que
1 et —2 sont les seuls zéros du dénominateur et qu’ils n’annulent pas le numérateur.
Par conséquent, F' est irréductible et admet x = i et * = —i comme (seuls) poles
complexes conjugués d’ordre 4.
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Document C.2.28 Pdles complexes multiples (2)

Exercices :
Exercice B.11

Fraction rationnelle étudiée :
P(z) a®— 32+ 6z —2

F(z) = =
D@ T @
Considérations précédant la recherche des coefficients : F' est irréductible et admet
r =1 et x = —i comme (seuls) poles complexes conjugués d’ordre 4.

Recherche des coefficients : on commence par poser la division euclidienne du
numérateur P(z) par le facteur 22 + 1 du dénominateur :

x3 —32? +6x -2 |2*+1
—(2? +x) r—3
— 3% 45z -2 Table des matires
— (=32 -3) Concepts
—  bdr +1 Notions
On en déduit : 23 — 322 + 62 —2= (22 +1) X (x —3) + 5z + 1, et donc :
Exemples
(2 4+ 1) x (z —3)+5x+1 x—3 or +1 Exercices
(22 + 1) (22 +1)3 ' (22 + 1) ocuments
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Il s’agit de la décomposition en éléments simples de F', car les numérateurs sont
de la forme Az + B . Il n’y a donc pas d’éléments simples de dénominateur 22 + 1 et
(z? +1)? dans cette décomposition, et une seule division euclidienne était ici suffisante
pour aboutir a la décomposition en éléments simples. . .
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Document C.2.29 Une fonction impaire (1)

Exercices :
Exercice B.12

Fraction rationnelle étudiée :

P |
Flz) = (x) _
Qr)  2°(2?—1)
Etude de la parité : la fonction F' est définie sur Dp = IR\ {—1;0;1}. Par
conséquent, si x € Dp , alors —x € Dp . De plus, si x € Dp, alors :

) = (z?+1 2’41 N
o= Cpar 0~ w@-n T

Ainsi, F' est une fonction impaire. _
Table des matieres
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Document C.2.30 Une fonction impaire (2)

Exercices :
Exercice B.12

Fraction rationnelle étudiée :
P 241
Flz) = (x) _ +
Q(r) 252 —1)

Etude de la parité : F(—x) = —F(x), donc F' est une fonction impaire.

Forme de la décomposition : comme Q(z) = z°(z + 1)(z — 1), alors les poles
de F sont x = 0 (d’ordre 5), z = —1 (d’ordre 1) et z = 1 (d’ordre 1). Ces valeurs
n’annulent pas le numérateur P(z), donc F est irréductible. De plus, comme le degré
du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, la partie entiere de
F(z) est nulle. Finalement, la décomposition de F'(x) en éléments simples est de la
forme : A4 B C

F(z) = = ol w2 alx 23 =

D+E+ F i G
x4 b x4+ 1 -1
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Document C.2.31 Une fonction impaire (3)

Exercices :
Exercice B.12

Fraction rationnelle étudiée :
()  a®+1
CQz)  ad(a? —1)

Etude de la parité : F(—x) = —F(x), donc F est une fonction impaire.

Forme de la décomposition :

F(z) A+B+C+D E+F+G
r)=—+—=+—+—+—
W g £ < 5 x+1 zx-1
Exploitation de la parité : écrivons F(—z) sous forme décomposée
. A B C D E F G Table des matieres
F(-) C e R ey L G L S ) s i Concepts
—4+%-§+5-8-5-%
Comparons cette écriture a celle de —F'(z) :
Exemples
A B C D E F G Exercices
Documents
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Par identification, on en déduit : Document
C.2.31
—A=-A Une fonction
=—B impaire (3)
—-C=-C B=0
=—-D <<= < D=0
—-EFE=-F F=G
_F— _
| —G=-F
Ainsi, on a : Lo & - -
F(x)_a:+x3 i x+1+x—l

Il ne reste plus que 4 coefficients a déterminer.
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Document C.2.32 Une fonction impaire (4)

Exercices :
Exercice B.12

Fraction rationnelle étudiée :
P(x) 2 +1
- Qz)  2(a?-1)

Etude de la parité : F(—x) = —F(x), donc F' est une fonction impaire.

Forme de la décomposition :

F(z) A+B+C’+D E+ F n G
r=—+—+—=+—+ —
Tz z2 3 g 5 41 z-1
Exploitation de la parité
A C FE F F
Flz)=—+ —=+ —
(z) :)3+x3 5+x+1+x—1

Recherche des coefficients : on détermine les derniers coefficients avec les tech-

niques développées auparavant.
— Le produit 2° x F(z) prisen x = 0 donne : £ = —1
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— Le produit (z 4+ 1) x F(x) pris en x = —1 donne
— La limite du produit  x F'(z) quand x tend vers +oo donne : A+ 2F =0 d’ou

A=—2

— La valeur de F'(z) pour x = 2 donne :
1+S -2 +1+1

5 e
32x3

d’ou :

et donc : C' = —2

Finalement :

<« précédent
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section A

5 _ A
32x3 T 2

=1

+S$+2+E4+F

1
r—1
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Le gras indique un grain ou le concept est
défini ; 'italique indique un renvoi & un exer-
cice ou un exemple, le gras italique a un do-
cument, et le romain a un grain ou le concept
est mentionné.
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